Semana 18

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 1 a 7 de la Guia 6. Los ejercicios propuestos que no estdn en la guia (pero que se
relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Formas cuadraticas

Un forma cuadratica es una funcién @ : R — R que se puede expresar de la forma

Q(z) = 2T Az con A = AT € R™" (simétrica).

Observar que si () es una forma cuadratica y o € R entonces

Q(ax) = (azx)T Alaz) = aazT Az = *Q(x).

Sea B € R™*™ no necesariamente simétrica y @ : R” — R definida como
Q(z) = 2" Bx.

Entonces, como Q(r) € R, tenemos que Q(z)7 = Q(x). Entonces

2Q(z) = Q(z) + Q(z) = Q(z) + Q(z)T = 2Bz + (2" Bx)! = 2" Bz + 2T BTz = 27(B + B ).

Por lo tanto

B 27(B + BT)x 7 (B+ BT)Q3

x) = =z
: T . T T T .,
En este caso, la matriz B+2B es simétrica, pues (BJFQB yI'=58 2+ B — BJFQB . Entonces, a la funcién
. T
Q(z) = 2Bz con B € R™" la pudimos expresar de la forma Q(z) = 7 Az con A := %

simétrica.
Ejercicio 1a): Sea @ : R3 — R definida por
Qx) = x% + 21:% + 31:% + 10z129 + 162223 + 2621 29.

Comprobar que @ es una forma cuadrética y expresarla de la forma Q(z) = 27 Az con A € R3*3
simétrica.

Dem. Observar que Q(x) = x2 + 23 + 31:% + 102129 + 162273 + 267179 = 22 + 223 + ng + 362129 +
16z9w3 = 23 + 223 + 323 + 2(1871 79 + 8z273).



Si A € R3*3 es tal que A = AT, Entonces A tiene la siguiente forma

a b c
A= b d e |,
c e f
con a,b,c,d,e, f € R. Si Q(x) = 2T Az, entonces
a b c T
Qz)=aTAz =[xy 20 23) | b d e T2
c e f T3

= aa:% + dx% + f:c% + 2bx1xo + 2cr123 + 2€x973.

Entonces Q(x) = a7 + 223 + 323 + 2(187122 + 8z223) = ax? + dx3 + fa3 + 2bx129 + 2c2123 + 20073,
Comparando, nos queda que a =1,d =2, f = 3,b = 18,¢c = 0,e = 8. Entonces,

1 18 0
A= 18 2 8
0 8 3
y tenemos que Q(z) = 2T Ax. O

Ejercicio: Sea Q : R? — R definida por
o102
Qz) ==z [ 3 4 |7

Comprobar que @ es una forma cuadrética y expresarla de la forma Q(z) = 7 Az con A € R?*?
simétrica.

Dem. La matriz B := [ ;) 4 ] no es simétrica. Sin embargo, arriba vimos que si tomamos
1 2 n 1 3
A_B+BT_ 3 4 2 4] 1 2
2 2 R
entonces Q(r) = 7 Az y en este caso A resulta simétrica y @ es una forma cuadrética. O

Eliminacion de productos cruzados

Sea @ : R" — R la forma cuadrética definida por Q(z) = 27 Az con A = AT. Como A es
simétrica, vimos que existe P € R™*" ortogonal (cuyas columnas son autovectores de A que forman

M O - 0
0 X -+ 0
una bon de R") y A = . L con A, -+, A, € R los autovalores de A tales que:
0 0 - A\,
A= PAPT.



Con el objetivo de eliminar los términos cruzados de la forma z;z; con ¢ # j, vamos a considerar el
cambio de variables
r = Py.

Entonces _
Q(z) = 2" Az = (Py)TA(Py) = y" PTAPy = y" Ay =: Q(y).

Por lo tanto

A0 0

~ 0 Ao 0
Q)=Q) =y" | . . y=Myi +doyd + -+ Ay

0 0 -+ A

Ejercicio 3c) : Expresar la forma cuadrética @ : R® — R definida por
Q(.%') = l’% + 2129

como z7 Az con A € R3*3 simétrica, diagonalizar ortogonalmente A = PAPT y mediante el cambio
de variables x = Py expresar () sin productos cruzados.

Dem. Tal como hicimos en el Ejercicio 1, podemos ver que

0 3 0
T 1
Qlx)==x 5 00|z
0 0 1
0 3 0
con A := % 0 O | simétrica.
0 0 1

Para diagonalizar ortogonalmente A, calculemos su polinomio caracteristico, sus autovalores y
obtengamos una bon de autovectores de R3. De hecho,

1
Entonces, los autovalores de A son Ay = —%, Ay = % v A3 = 1. Como
1 3 % 0 1
wia+ g0 =mi( | & 10 | —gent | <1 ),
0.0 3 0
_1 1
1 2 2 0 1
nul(A—gl) —nul( | L -1 0| =gen{ | 1]},
0 0 3 0
-1 5 0 0
nul(A—I)=nul( | 5 -1 0|=gen{ |0 |}
0 0 0 1



Tenemos que {% -1 — 1|, | 0|} esuna bon de autovectores de R3. Tomemos,

1 1
V22
P=| -1 L 9o
V2 V2
0 0 1
Entonces
—% 00
A=P | 0 L o|P".
0 0 1

Como vimos arriba, si hacemos el cambio de variables x = Py, tenemos que

. 1, 1
Q@) = Qu=y"Ay = —ui + 55 + 5.

Clasificacion de formas cuadraticas y conjuntos de nivel

Dada una forma cuadratica ) : R® — R decimos que:
» Q es definida positiva si Q(x) > 0 para todo z € R™\ {0}.
» @ es semidefinida positiva si Q(z) > 0 para todo x € R™.

Q es definida negativa si Q(x) < 0 para todo x € R™\ {0}.

Q es semidefinida negativa si Q(x) < 0 para todo = € R™.

s () es indefinida si no es ninguna de las anteriores. Es decir, existen z1,zo € R” tales que
Q(Il‘l) >0y Q(Z‘Q) < 0.

Si expresamos la forma cuadratica
Q(x) = 2T Az
con A simétrica, entonces recordando lo que vimos al principio de la Semana 17 tenemos que:

Proposicién 1. Sea Q una forma cuadrdtica en R™ donde Q(x) = 27 Ax con A € R™ " simétrica
y sean A1, Ag, -+, Ap € R los autovalores de A. Entonces:

s Q es definida positiva si y solo si A es definida positiva si y sélo si A\; > 0 para todo i =
1,2, n.

s () es semidefinida positiva si y solo si A es semidefinida positiva si y solo si A\; > 0 para todo
1=1,2,---,n.



» ) es definida negativa si y solo si A es definida negativa si y sélo si A; < 0 para todo i =
1,2, ,n.

s () es semidefinida negativa si y solo si A es semidefinida negativa si y sélo si N\; < 0 para todo
i=1,2,---,n.

s @ es indefinida si y solo si A es indefinida si y sélo A tiene algun autovalor negativo y algin
autovalor positivo.
Submatrices principales y un criterio para determinar si una matriz es definida
positiva

A continuacion, veamos otro criterio para determinar si una matriz es definida positiva, definida
negativa o indefinida. Sea A € R™*" de la forma

air a2 - Glp

az1 a2 - a2n
A p—

an1 Aap2 - dpn

Denotaremos A% a la submatriz principal de R¥*¥ que se obtiene a partir de la esquina superior
izquierda de A, es decir

aip a2 --- Ak
a1 a2 - A2k
k) ._
AR = | ,
ag1 Ak - Qgk

para k=1,2,--- ,n.

Por ejemplo A = [ay], A®) = [ a1 12 } y A = A,
a1 a22
Recordemos que si A1, A2, -+, A, son los autovalores de A, tenemos que

det(A) = )\1)\2 s )\n
Por lo tanto,

» Si A es definida positiva, como todos sus autovalores son positivos, tendremos que det(A) > 0.

» Si A es definida negativa, como todos sus autovalores son negativos, tendremos que todos los
autovalores de —A son positivos y entonces — A es definida positiva y por lo tanto, det(—A) > 0.

» Si A es semidefinida, como algiin autovalor es nulo, tendremos que det(A) = 0.
» Si A es indefinida, no podemos decir nada del det(A).

El siguiente teorema nos provee de otro criterio para determinar si una matriz es definida positiva,
definida negativa o indefinida:



Teorema 1. Sea A € R™" simétrica. Entonces:

1. A es definida positiva si y sélo si det(A(k)) > 0 para todo k = 1,2,--- ,n. Es decir, el deter-
minante de todas las submatrices principales de A es positivo.

2. A es definida negativa si y sélo si (—1)kdet(A(k)) > 0 para todo k = 1,2,--- ,n. Es decir,
el determinante de todas las submatrices principales de A van alterndndose entre negativos y
positivos: det(A1)) < 0, det(A?)) > 0, ete.

3. A es indefinida si existe k € {1,2,--- ,n} tal que det(A(k)) rompe el patrén. Es decir, si por
ejemplo, det(AM) > 0,--- , det(A*=1D) > 0 y luego tenemos que det(A*)) < 0.

Dem. 1 : Lo vamos a probar por induccién en n.

Sin =1, entonces A = [a11] es definida positiva si y s6lo si aj; > 0siy sélo si det([a11]) = a11 >0
y en este caso es valido el teorema.

Hipo6tesis inductiva (HI): supongamos que el teorema vale para n — 1, es decir: A € R(
es definida positiva si y sélo si det(A(k)) > 0 para todo k =1,2,--- ,n — 1. Veamos que entonces, el
teorema vale para todo n.

Primero veamos que, por HI, A sélo puede tener como mucho un autovalor negativo. Supongamos
que no, es decir, supogamos que A tiene dos autovalores negativos. Entoces, como A es simétrica,

n—1)x(n—1)

Ul U1
existen dos autovectores u = : e R"\ {0},v = : € R™\ {0} asociados a dichos
Up, Un
autovalores negativos, que son ortogonales entre si, es decir (u,v) = wl'v =vTu=0.
Sea
w = vpu — upv # 0.
Entonces
w1 VpUl — UnpU1 VpUl — UnpU1
w= = = )
Wy, Up Uy — UpUp 0

entonces w;,, = 0. Por lo tanto (comprobarlo haciendo la cuenta):

w1 w1
<Aw,w>—<A<“> 20 N >>o

Wn—1 Wn—1

donde usamos que, por HI, A1) ¢ R(»=1*x("=1) ¢g definida positiva. Por otra parte (verificarlo
haciendo la cuenta y recordando que u’v = vTu = 0):

(Aw,w) = (vau — upv) T A(vpu — unv) = v2 (u? Au) + w2 (vT Av) = v2 (Au,u) +u2 (Av,v) <0,

pues u y v eran autovectores asociados a autovalores negativos.
Entonces (Aw,w) > 0y (Aw,w) < 0, lo cual es absurdo. Entonces, A tiene a lo sumo 1
Unico autovalor negativo. Pero eso tampoco puede pasar. Supongamos que A tiene un autovalor



negativo, entoces det(A) = A -+ - A, < 0 pues tendriamos el producto de n — 1 autovalores positivos
y uno negativo. Pero estamos suponiendo que det(A) = det(A™) > 0, entonces tenemos otra
contradiccién. Tampoco A puede tener algin autovalor nulo porque en ese caso, obtendriamos que
det(A) = 0 y estamos suponiendo que det(A) > 0. Por lo tanto, A tiene todos sus autovalores
positivos. Entonces, probamos por induccién que A es definida positiva.

Reciprocamente, si A es definida positiva, tenemos que ( Az, z ) > 0 para todo = € R™\ {0}. Sea
z € R\ {0} y tomemos ) := [z1 29 - 23], es decir z(¥) es el vector de R igual a = hasta la
componente k. Entonces

<A(k)x(k),x(k)>:<A[:I;1 my e w0 e O [y g o 2 0 - 07 ) >0

para todo z(¥) ¢ RF \ {0} y todo & = 1,2,--- ,n. Entonces, A®) eg definida positiva para todo
k=1,2,--- ,n. Por lo tanto, det(A(k)) > 0 para todo k= 1,2, -+ ,n y probamos lo que queriamos.

2. : Esta condicién se prueba aplicando el item 1 a la matriz —A (A es definida negativa si y sélo
si —A es definida positiva) y recordando que

det((—A)®) = det(—A®) = (=1)* det(A®),

pues AK) e RFxk,
3. : Recordando el paso inductivo en el item 1 vimos que, si por ejemplo,

det(AM) > 0,- -+, det(A*D) > 0

entonces A®) tiene sélo un autovalor negativo. Por ende, A%) es indefinida (tiene k — 1 autovalores
positivos y uno negativo) y entonces A también es indefinida. O

Observar que si existe algiin k € {1,2,--- ,n} tal que det(A®*)) = 0 el Teorema 1 es inconcluso. ]

Conjuntos de nivel

Dada una forma cuadratica @) : R™ — R, para ¢ € R se define el conjunto de nivel ¢ como
N(Q) ={z e R" : Q(z) = c}.

Si Q(z) = 27 Az con A = AT y diagonalizamos ortgonalmente a A de la forma A = PAPT,
resulta mds simple determinar qué tipo de conjunto es N (Q) empleando el cambio de variables
x = Py. En ese caso, tendremos que

Qz) =Qy) =y Ay

con A diagonal. Para ¢ € R dado, tenemos que

Q(z) = csiy sélosi Q(y) = c.
Veremos a continuacién que el conjunto de nivel N.(Q) se obtiene rotando el conjunto de nivel

NC(Q) en los ejes principales de A (determinados por las columnas ortonormales de la matriz P).
En particular, ambos conjuntos de nivel tienen la misma forma geométrica.



Ejercicio 4 a): Sea Q(z) = 927 + 323 — 8z172 en R?. Clasificar dicha forma cuadratica y
graficar sus conjuntos de nivel NV.(Q).

Dem. Tal como hicimos en los ejercicios anteriores, tenemos que
7 9 —4
Qlx) ==z [ 4 3 } x.

9 —4
-4 3

Ahora, diagonalizemos ortogonalmente A. Para eso, calculemos su polinomio caracteristico, sus
autovalores y obtengamos una bon de autovectores de R?. De hecho,

Entonces si A = { } , tenemos que Q(x) = 27 Az con A simétrica.

pa(N) =det(A = XI) = (9= XN)(3—\) —16 = A% — 12\ + 11.
Entonces, los autovalores de A son A1 = 1, Ay = 11. Los autoespacios asociados son:

nul(A — 11) = nul( [ _84 _24 ]) = gen{ [ ; ]},

nul(A — 117) = nul( [ - :‘; }) _ gen [ - ]}.

R I 2 g
Entonces{\/5 {2 AR } es una bon de R”. Si tomamos

12

P=|¥ “5]

NS

tenemos que

_ L 0|,
ar 1 0]

Entonces, como los autovalores de A son ambos positivos, tenemos que A es definida positiva y
por lo tanto ) es definida positiva.
Por otra parte, con el cambio de variables x = Py, tenemos que

Q(x) = Q(y) = Lyi + 11y3.
Por lo tanto, dado ¢ € R tenemos que las conjuntos de nivel MV,(Q) son todos los = € R? tales que
Q(x) = 922 + 323 — 8z119 = C.
Veamos 3 casos posibles:

= Sic <0, como @ es definida positiva, entonces



= Sic=0, como @ es definida positiva, entonces
Ne(Q) = {0,0}.

» Sic>0.Como Q(x) = csiysélosi Qy) = ¢, se sigue que x € No(Q) siysélosiy = [y yo]” €
R? cumple que .
Qy) = yi +11y5 = ¢,

6 equivalentemente (¢ > 0),
vioow o
EEREWEE

Entonces, los conjuntos de nivel No(Q) = {x € R? : 922 + 323 — 82122 = ¢} (¢ > 0) son elipses en
1

-2
R? en los nuevos ejes y1,y2 determinados por los versores vy := % [ 9 ] y v 1= % [ 1 ]} que

son las columnas de P y que son una rotaciéon de un dngulo (positivo) de los ejes originales x1, x2
(ver Figura 1). O

I
et

Figura 1: Ejercicio 4a)



Ejercicio 6: Sea (-,-) : R" x R®™ — R el producto interno canénico en R" y sea A € R™*"™.
Demostrar que

<x7y>A = <Al‘,y>

define un producto interno en R" si y sélo si A es definida positiva.
Recordemos que A es definida positiva si A es simétrica, es decir A = AT y (Azx,2) > 0 para
todo = € R™ \ {0}.

Dem. Recordemos que, como el producto interno candnico es lineal en la primera variable, para
cualquier matriz A € R™*", la funcién

(2,y) 4= (Az,y)
es lineal en la primera variable. De hecho,

(z+2z,y)a=(Alz+2),y) =(Av+ Az,y) = (Az,y) + (Az,y)
(z,y)4+ (2,9)4 paratodo z,y,z € R".

Y también tenemos que
(ax,y), = (Alax),y) = (aAz,y) = a(Az,y) = a(x,y), paratodo z,y € R",a € R.

Veamos entonces, que (-, ), define un producto interno si y sélo si A es definida positiva.
Supongamos que A es definida positiva, entonces por un lado tenemos que A = AT y usando
que el producto interno candnico es simétrico, tenemos que

<$7y>A = <A$>y> = <x¢ATy> = (x,Ay) = <Ay,x> = <y7$>A'

Entonces, (z,y), = (y,z ), para todo z,y € R". Finalmente, como A es definida positiva tenemos
también que
(z,2)4 = (Az,x) > 0 para todo z # 0.

Entonces, como la funcién (-, -) 4 es lineal en la primera variable, simétrica y cumple que (x,x) 4 >
0 para todo = # 0, concluimos que (-,-) 4 define un producto interno en R".

Reciprocamente, supongamos que la funcién (-, -) 4 define un producto interno en R™. Entonces,
en particular, tenemos que para todo x,y € R", vale que (z,y),4 = (y,x) 4. Por lo tanto, usando
que el producto interno candnico es simétrico, se sigue que

<A$,y> = <x7y>A: <yax>A: <Ay7x> = <.T,Ay> para todo x,yERn. (1)

Recordemos que siempre vale que ( Az,y) = <ac, ATy>. Entoces, usando la ecuacién (1), tenemos
que
(2, ATy ) = (Az,y) = (=, Ay),

para todo x,y € R™. Entonces, usando la linealidad del producto interno canénico, tenemos que

<:U,(AT—A)y> = <;U,ATy> — (z,Ay) = 0 para todo z,y € R".

10



Entonces, tomando x := (AT — A)y, tenemos que
(AT = A)y, (AT = A)y) = [I(A" — A)y|* =0,
para todo y € R™. Como || - || es la norma inducida del producto interno canénico, se sigue que
(AT — A)y = 0 para todo y € R".

Es decir, ATy = Ay para todo y € R™. Entonces concluimos que AT = A y A es simétrica.
Finalmente, como (-, ), define un producto interno en R", vale que

(z,2)4 = (Az,2) >0

para todo = # 0. Entonces, como A es simétrica y ( Az, z) > 0 para todo x # 0, concluimos que A
es definida positiva. O

El siguiente ejercicio es similar al Ejercicio 5.
Ejercicio de examen: Determinar los valores de k € R (si existen) para los cuales la forma
cuadrética definida en R? por
Q(z) = a3 + k122 + 23,
es definida positiva.

Dem. QObservar que

Q(z) = 2" [

[CTES—

= |

| I— |
8

k

2

Sea A := [ ] . Entonces, claramente AT = A. Por la Proposicién 1, Q es definida positiva si

[SlE

y sélo si A es definida positiva, si y sélo si los autovalores de A son positivos.
El polinomio caracteristico de A es

Entonces, los autovalores de A son

||

k
)\1—1+2>0y)\2—1—H

5 "
Claramente A es positivo para cualquier valor de k y queremos también que Ao > 0. Entonces,
|k| < 2. Por lo tanto, A es definida positiva si y sélo |k| < 2 6, equivalentemente, si —2 < k < 2.

También podemos resolver este ejercicio usando el Teorema 1. Dicho teorema afirma que A es
definida positiva si y sélo si el determinate de todas sus submatrices principales es positivo.

En este caso, tenemos dos submatrices principales: A() = [1] cuyo determinante es det(A™M)) =
1>0y A® = A cuyo determinante es det(AM)) = det(4) =1 — %. Si imponemos que 1 — %2 > 0,
entonces, k? < 4 y, tomando rafz, nos queda que |k| < 2, 6 equivalentemente, —2 < k < 2 y llegamos
al mismo resultado. O

11



Ejercicio 7 : Sea (-,-) 4, : R x R? — R el producto interno definido por (z,y) 4 := y* Az con

A:[ 1 cos@}’

cos 0 1
donde 0 € (0, ).

a) Observar que Q4(x) = (z,2) 4 es una forma cuadrdtica en R2

b) Hallar P € R?*2 ortogonal con det(P) = 1 tal que el cambio de variables = Py transforme
Q4 en una forma cuadratica sin productos cruzados.

c¢) Determinar los ejes principales de la forma cuadratica @ 4.
d) Graficar el conjunto de nivel N1(Q4) = {z € R? : Qa(x) = 1}.

e) Determinar cémo son los conjuntos de nivel N.(Q4) con ¢ > 0.

Dem. a): Observar en primer lugar que AT = A. Ademds, observar que tr(A) =2 > 0y det(A) =
1 — cos6? = sin#? > 0. Entonces si A1, A2 € R son los autovalores de A,

A+ A = tl"(A) >0y At = det(A) >0

y deducimos que A1 > 0 y Ay > 0. Por lo tanto, A es simétrica y sus autovalores son positivos.
Entonces, por la Proposicién 1, A es definida positiva. Conclusién: por el Ejercicio 6, (-,-),
efectivamente resulta un producto interno y Q4 es una forma cuadratica definida positiva.

b) : Usando que tr(A) = 2 y det(A) = sin#?, por el Ejercicio 4.2 (o haciendo la cuenta),
tenemos que el polinomio caracteristico de A es

pa(\) = det(A — M) = A% — tr(A)X + det(A) = A2 — 2\ + sin 62,
Entonces, como
d:=tr(A)? — 4det(A) = 4 — 4sin6? = 4(1 — sin %) = 4cos6? > 0.

Por el Ejercicio 4.2 (o haciendo la cuenta), tenemos que los autovalores de A son

1 1
Az = 5 (tr(4) + Vir(A)2 — 4det(A)) = 5 (tr(4) £ Vd).
Es decir: Vi
/\1:24—2 d:2+220050:1+cosey/\2:2— —1— cosd.

Por lo tanto, el autoespacio asociado a Aj es

nul(A —MI) =nul(A— (14 cosO)I) = nul( _cg(s)sea —szsae }) = gend [ i }}

12



De la misma manera, el autoespacio asociado a Ao es

nul(A — AoT) = nul(A — (1 — cos 0)1) = nul( [ ot cost ]) — gen{ [ -1 ]}.

Entonces . . ) .
L]

es una bon de R2. Tomamos

B
re | 7
V2 V2
Claramente det(P) =1y
- 1+ cosf 0 T
A_P[ 0 l—cose}P'

c) : Los ejes principales de la forma cuadratica Q4 son los vectores unitarios de la bon de R?
formada por los autovectores de A:

SHENE!
v2 L1 ]hve L]
d) : Si hacemos el cambio de variables x = Py, con P definida en el item b), usando que

A_p 1+ cos@ 0

T R : 7’ .
0 1— cosf ] P~ tenemos que Q(x) =1, si y s6lo si

Q(y) = (1 + cos0)y? + (1 — cos )y3 = 1.

Podemos reescribir la ecuacion anterior como

2 2
A ) Y
Qy) = [ - ER & 5= 1.
v/ (14-cos 6) (1—cos0)

Como 6 € (0,7) se ve que 14+cosf > 0y 1—cosf > 0 (y ambos autovalores son distintos excepto en el

caso § = 7). Entonces, el conjunto de nivel N7 (Q) = {z € R? : 23+ 23+2 cos fz 22 = 1} es una elipse
1 -1

en R* en los nuevos ejes 41, y2 determinados por los versores vy := 7 [ 1 ] yv2i= s [ 1 ]}

que son las columnas de P y que son una rotacién de un angulo (positivo) de los ejes originales

x1, 22 (ver Figura 2). Vamos a graficar el conjunto de nivel N7(Q) para 3 valores distintos de 6 :

» Gréfico 1: @ = % (color verde). En este caso, nos queda el conjunto de nivel 2243+ =1

2 2
(en los ejes x1,72) 6 —A— + 22— =1 (en los ejes y1,y2).

yEE o v
= Gréfico 2: § = Z (color negro). En este caso, nos queda el conjunto de nivel 2% + 23 = 1 (en

los ejes x1,72) 6 y3 +y2 = 1 (en los ejes y1,%2). Observar que en realidad obtenemos una
circunferencia de radio 1.
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» Gréfico 3: § = ZF (color azul). En este caso, nos queda el conjunto de nivel % + 23 — 2122 = 1
2 2
(en los ejes x1,x2) 6 [\%}2 + [\;7@ =1 (en los ejes y1,y2).

5
0

14 1.5 ;
LE Yi

Figura 2: Ejercicio 7d)

e) : De la misma manera que hicismo en el item d, tenemos que Q(x) = ¢, si y sdlo si
Q(y) = (1 +cosO)y? + (1 —cosO)ys = c.

Usando que ¢ > 0 podemos reescribir la ecuaciéon anterior como

=1.

Qly) = o,

Vel o=

Entonces, el conjunto de nivel V1(Q) = {x € R? : 22 + 23 + 2cosfx179 = ¢} es una elipse en R? en

. . 1 —
los nuevos ejes y1, yo determinados por los versores vy := % [ ] y Vg 1= % [ 1 }} que son las

2 |1
columnas de P y que son una rotacién de un dngulo (positivo) de los ejes originales x1,x2. Como
vimos, en el caso 6 = 7, obtenemos una circunferencia de radio c. ]
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